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      中文摘要                           I 
                                 
摘   要 
                  
 本文主要研究四角链与六角链关于最大特征根的极值问题。 
四角链是一个四角系统，满足每个内部面是一个单位正方形且每个顶点至多属
于三个正方形。 nΨ 表示所有 n个正方形组成的四角链的集合，其中的线性四角链
记为 nL′ 。六角链是一个六角系统，满足每个内部面是一个单位正六边形、每个顶点
至多属于两个六边形且每一个六边形至多可与两个六边形相邻。 nΓ 表示所有 n个六
边形组成的六角链的集合，其中的线性六角链与螺旋六角链分别记为 nL 和 nH 。图G
的最大特征根是它的邻接矩阵的特征多项式的最大特征根，记为 )(1 Gx 。 
全文分四章。第一章介绍所研究问题的背景及相关的研究结果。第二章介绍相
关的术语及重要的已知结论。第三章证明对于 1≥∀n 和 nnB Ψ∈∀ ，如 nn LB ′≠ ， 
有 ( ) ( )nn LxBx ′> 11 。第四章在已知最大特征根最大与最小的极值六角链的基础上给 
出最大特征根次大与次小的极值六角链的范围：定义 { }nnn HD −Γ∈ 和 
{ }nnnn DHB ,−Γ∈ ，若对 4≥∀n ，有 ( ) ( )nn DxBx 11 < ，则 nnD Φ∈ ；定义 { }nnn LD −Γ∈
和 { }nnnn DLB ,−Γ∈ ，若对 4≥∀n ，有 ( ) ( )nn DxBx 11 > ,则 nnD Ω∈ 。这里
( ){ }γαβ =>∀=≤∀−<≤∃Γ∈==Φ − ljnnnn kilkijtsniikkM  ,    ,  ..  ,12 ...... 12 且  
( ) ( ){ }βγαβ =≠∀=−≤≤Γ∈==Ω − jinnnn kijktsniikkM  ,     ..  ,12 ...... 12 且或有且仅有
其中 ik 指将第 1+i 个六边形粘贴到 12 ...... −= ii kkD β 的方法，按三种不同的粘贴位置，
从上到下依次记 ik 为 γβα 和、   。 
 













                          英文摘要                           II 
Abstract 
Extremal polyomino chains and hexagonal chains concerning largest eigenvalue are 
studied in this thesis. 
A polyomino chain is a kind of polyomino systems, in which inner surfaces are regu- 
lar squares of unit edge length and each vertex belongs to three squares at most. Denoted 
by nΨ  the set of the polyomino chain with n  squares and nL′  the linear chain in nΨ . 
A hexagonal chain is a kind of hexagonal system, in which inner surfaces are regular hex- 
agons of unit edge length, each vertex belongs to two hexagons at most and each hexagon 
is adjacent to two hexagons at most. Denoted by nΓ the set of the hexagonal chain with n  
hexagons, nL the linear chain and nH the helicene chain in nΓ .The largest eigenvalue of G 
is just the largest eigenvalue of the characteristic polynomial of G and denoted by )(1 Gx . 
There are four chapters. Related backgrounds and results are discussed in the first 
chapter. Some related terms and important results are introduced in the second chapter; A 
conclusion is verified in the third chapter that for 1≥∀n and nnB Ψ∈∀ , if nn LB ′≠ , then 
( ) ( )nn LxBx ′> 11 . The scope of the chain with second maximal (or minimum) largest eigenv- 
alue is given in the fourth chapter: denoted by { }nnn HD −Γ∈ and { }nnnn DHB ,−Γ∈ , if 
( ) ( )nn DxBx 11 <  for 4≥∀n , then nnD Φ∈ ; denoted by { }nnn LD −Γ∈  and { }nnnn DLB ,−Γ∈ , 
if ( ) ( )nn DxBx 11 >  for 4≥∀n , then nnD Ω∈ . where 
( ){ }γαβ =>∀=≤∀−<≤∃Γ∈==Φ − ljnnnn kilakijtsniikkM  ,  nd    ,  ..  ,12 ...... 12  
( ) ( ){ }βγαβ =≠∀=−≤≤Γ∈==Ω − jinnnn kijorktsniiokkM  ,  and       ..  ,12 a hasnly  ...... 12
and ik is the way to attach the ( )thi 1+  hexagon to 12 ...... −= ii kkD β , according to three 
different positions of attaching , we call it   , βα and γ  from the top down.   
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用 nΨ 表示所有 n级四角链的集合，而 nΨ 中的线性四角链与锯齿四角链分别用
nL′ 和 nZ ′ 表示。六角链也是一类特殊的hexagonals，它满足每个顶点至多属于两个六
边形且每个六边形至多与两个六边形相邻。我们用 nΓ 表示所有n级六角链的集合，
而 nΓ 中的线性六角链、锯齿六角链和螺旋六角链分别用 nL 、 nZ 和 nH 表示。 
一直以来,四角链与六角链备受人们关注,现已有许多关于它们的研究结果,其
中关于某些拓扑指标的极值链的研究结果有:  
Gutman[6], Zhang[7]： 对于 1≥∀n 和 nnB Γ∈∀ ,若 nn LB ≠ 且 nn ZB ≠ ，则有：
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这里 ( )Gm 和 ( )Gi 表示图G 的匹配的个数与独立集的个数。 
Gutman[6] ,Zhang and Tian[8]： 对于 1≥∀n 和 nnB Γ∈∀ ,若 nn LB ≠ 且 nn HB ≠ ，则有: 
( ) )()( 11n1 nn HxBxLx <<  
这里 ( )Gx1 表示图G 的最大特征根。 
FJ.Zhang et al. [9]： 对于 1≥∀n 和 nnB Γ∈∀ , 若 nn LB ≠ 且 nn ZB ≠ ，则有： 
                   ( ) ( )nn ZBL πππ << )(  n  
这里 ( )Gπ 表示图G 的全π -电子能量。 
J. Rada and A. Tieno[12]： 对于 1≥∀n 和 nnB Γ∈∀ ，若 nn LB ≠ ，则有： 
                      ( ) )(  n nLEBE >  
这里 ( )GE 表示图G 的能量。 
LZ.Zhang and FJ.Zhang[10]： 对于 nnB Γ∈∀ 和 0≥∀k ，有:  
( ) ( ) ( )nknknk ZmBmLm ≤≤ ,    ( ) ( ) ( )nknknk ZiBiLi ≥≥  
且左边的等式对所有 k 成立当且仅当 nn BL = ，右边的等式对所有 k 成立当且仅
当 nn BZ = 。  
这里 ( )Gmk 和 ( )Gik 表示图G 的 k -匹配数与 k -独立集数。 
Yanqiu Zeng and Fuji Zhang [11]: 对于 nnB Ψ∈∀ 和 0≥∀k ，有: 
( ) ( ) ( )nknknk ZmBmLm ′≥≥′ ,   ( ) ( ) ( )nknknk ZiBiLi ′≤≤′ ， 
且左边的等式对所有 k 成立当且仅当 nn BL =′ ，右边的等式对所有 k 成立当且仅























定理1  对任意 1≥n 和 nnB Ψ∈ ，如果 nn LB ′≠ ，则有： 
                       ( ) ( )nn LxBx ′> 11  
定理2： 定义 { }nnn HD −Γ∈ 和 { }nnnn DHB ,−Γ∈ ，若对 4≥∀n ，有 ( ) ( )nn DxBx 11 < ， 
则 nnD Φ∈  
定理3： 定义 { }nnn LD −Γ∈ 和 { }nnnn DLB ,−Γ∈ ，若对 4≥∀n ，有 ( ) ( )nn DxBx 11 > , 
  则 nnD Ω∈  
在定理2与定理3中： 
( ){ }γαβ =>∀=≤∀−<≤∃Γ∈==Φ − ljnnnn kilkijtsniikkM  ,    ,  ..  ,12 ...... 12 且  
( ) ( ){ }βγαβ =≠∀=−≤≤∃Γ∈==Ω − jinnnn kijktsniikkM  ,     ..  ,12 ...... 12 且或  
其中 ik 指将第 1+i 个六边形粘贴到 12 ...... −= ii kkD β 的方法，按三种不同的粘贴位置，
从上到下依次记 ik 为 γβα 和、   ， 
    进一步地，当 6 5 4 ，，=n 时，我们分别对 nΓ 内所有六角链的最大特征根进行比较， 
得到当 6≤n 时的两个结论： 
结论1 设一个六角链 12 ...... −= nn kkD β ，若 nn HD ≠ ，且 1≥∀n 和 { }nnnn DHB ,−Γ∈ ，  
      均有 ( ) ( )nn DxBx 11 < ,则 1221 ... −−− == nnn HkkD β 且 β≠−1nk 。 
结论2 设一个六角链 12 ...... −= nn kkD β ，若 nn LD ≠ ，且 1≥∀n 和 { }nnnn DLB ,−Γ∈ ， 
      均有 ( ) ( )nn DxBx 11 > ,则 1221 ... −−− == nnn LkkD β 。  
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              第二章  预备知识 
 
一个图G 是指一个有序三元组 ( ) ( ) ( )( )GGEGV θ,, ，其中 ( )GV 是非空的顶点集， 
( )GE 是不与 ( )GV 相交的边集，而 ( )Gθ 是关联函数，它使G 的每条边对应于G 的无
序顶点对（不必相异）。图G 的邻接矩阵 ( )GA 是一个 ( ) ( )GVGV × 矩阵，且
( ) [ ]ijaGA = ，其中 ija 是连接 iv 与 jv 的边的数目 ( )( )GVvv ji ∈, 。 
    设G 是一个图，图G 特征多项式 ( , )G xϕ 是指它的邻接矩阵 ( )GA 的特征多项式，
简记为 ( )Gϕ ，其特征值用 )(Gxx ii = （ ni ,......,2,1= ）表示。设 nn xxxx ≥≥≥≥ −121 .... ，
我们称 ix 为图G的邻接谱，其中 1x 为图G的邻接谱半径，也称为图G 的最大特征根。 
本文用 nΨ 表示所有n级四角链的集合， nΓ 表示所有n级六角链的集合。 





















    若 nnB Ψ∈ ，将它的 n个正方形分别标为 1C 、 2C ……、 1−nC 和 nC ，其中 1C 与 nC
为两端的正方形，则它满足：1）对于 11  −≤≤∀ nii， ， iC 和 1+iC 恰有一条公共边，
而其它的正方形之间没有公共边；2）n个正方形的每个顶点至多含于三个正方形中。 
我们可记 nB 为 nCCC .....21 。易见， nΨ 中的任意元素 nB 都可以看做是由 1−Ψn 中的某个
元素 1−nB 粘贴一个正方形得到的。若 nnB Ψ∈−1 , nC 是一个正方形且 rs是 nC 的一条
边，则将 nC 粘贴到 1−nB 可能有如图2.1所示的3种粘法[6]，分别称 ( )a 、( )b 、( )c 所示













                           预备知识                         5 
一个正方形C 得到的四角链, 这里 { }γβα ,,∈k 。显然, 每一个 nB   ( )2≥n 可以写成





kL ，其中 { }γβα ,,∈ik ，简记为 12 ..... −= nn kkB β 。由于四角链中任意一个
顶点同时最多含于三个正方形中，因而在粘法表示的四角链里，不能出现αα 或γγ 。 
     若 nnB Γ∈ ，将它的 n个正六边形分别标为 1C 、 2C ……、 1−nC 和 nC ，其中 1−nC
与 nC 为两端的正六边形，则它满足：1）对于 11  −≤≤∀ nii， ， iC 和 1+iC 恰有一条公
共边，而其它的正六边形之间没有公共边；2）n个正六边形的每个顶点至多含于两
个正六边形中。我们可记 nB 为 nCCC .....21 。设B 是一个六角链, C 是一个正六边形, 
rs是C 的一条边，与四角链相似，六角链中也有如图2.2所示α 、β 和γ 粘法，且对
于 nnB Γ∈ ，可用 12 ..... −= nn kkB β 来表示，其中 { }γβα ,,∈ik 。  

















































         
        
        
 
给定一个四（六）角链 13221 ........... −== nnn kkkCCCB β  ,则 nii CCCB .....1+= 是 nB
的四（六）角子链，我们可用 11...... −+= nii kkkB 来表示(当 1=i , β=1k )。令
11...... −+= nii kkkB ，称B 是B 的一个翻转，特别地， 132132 ............ −− == nnn kkkkkkB ββ













                           预备知识                         6 
下面我们用粘法来做如下定义： 
定义2.1  nnB Ψ∈ ，在 nB 中，对于 i∀ ， 12 −≤≤ ni ，若 β=ik ，称 nB 为线性四角
链，记为 nL′ ；若 { }γα ,∈ik ，称 nB 为锯齿四角链，记为 nZ ′ 。 
定义2.2  nnB Γ∈ ，在 nB 中，对于 i∀ ， 12 −≤≤ ni ，若 β=ik ，称 nB 为线性六角
链，记为 nL ；若 { }γα ,∈ik ，且对于 i∀ ， 22 −≤≤ ni ，有 1+≠ ii kk ，称 nB 为锯齿六
角链，记为 nZ ；若  α=ik （或  γ=ik ），称 nB 为螺旋六角链，记为 nH 。 
现介绍在本文主要结论的证明过程中起到重要作用的一些已知结论： 
引理2.1[3]  令G 是由两个分支 1G 、 2G 组成的图，那么： 
                   ( )1 2( ) ( )G G Gϕ ϕ ϕ=                                   ( )1   
引理2.2[13]  设 uve = 是图G 的一条边，那么： 
   )a   
( ) ( ) ( ) 2 ( )GjjG G uv G u v G Zϕ ϕ ϕ ϕ= − − − − − −∑                   ( )2  
    这里
G
jZ 指图G 中包含边 e的圈，而和式取遍含边 e的圈 
   )b  
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )Gi ji jG x G u G u v G u w G Zϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − − − − − − − −∑ ∑    ( )3  
上式中， iw 指异于点 v的u 的邻点，右边的第一个和式是对所有这样的点求
和，第二个和式取遍含顶点u 的圈。 
引理2.3[8]  设H 是图G 的一个子图，uv是H 的一条边，且 v不是u 的唯一顶
点，则当 1
( )x x G=
时，有： 
          )a       ( ) 0Hϕ >  
          )b      ( ) ( ) ( ) 0H x H u H u vϕ ϕ ϕ− − + − − <  
引理2.4[6]  设 F 、H 是两个图，定义 ( ) ( ) ( )xHxFxHF ,,,, ϕϕ −=Δ ，若当
)(1 Hxx = 时，有 ( ) 0,, <Δ xHF ，则 
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第三章   四角链的一些结论 
 
四角链拥有很悠久的历史，其起源可以追溯到20世纪初，但它们是现代才被
Golomb和Gardner在他主编的Scientific American 的“Mathematical Games”专栏中








本章对 大特征根 小的极值四角链进行研讨。 
 
             §3.1   最大特征根最小的极值四角链 
 
§3.1.1 本节主要结论 
定理 A  对任意 1≥n 和 nnB Ψ∈∀ ，如果 nn LB ′≠ ，则有： 
                     ( ) ( )nn LxBx ′> 11  
§3.1.2 本节主要结论的证明 
本节中，设 nn CCCB ......21= 是含有 n 个正方形的四角链，定义 121 ...... −= iCCCA 和
nii CCCB ......32 ++= 。需要特别说明：在定理3.1中， A是一线性四角链，即 1−′= iLA 。 
定理3.1  定义两四角链 1 1... ...n i nB k kββ ββ + −= 和 1 1... ...n i nB k kβ β β α + −′ = ，有： 
                       ( ) ( )nn BxBx 11 >′
 
证明：在 nB′中，由于 α=ik ，可知 β=+1ik 或 γ=+1ik  
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所示。根据引理2.4，只需证明当 )(1 nBxx = 时 
               0)()(),,( <−′=′Δ nnnn BBxBB ϕϕ        即可 
   对 nB 和 nB′运用 ( )2 式得： 
      ( ) ( ) ( ) ( )∑ ′−′−−−′−−′=′ j Bjnnnn nZBgaBagBB ϕϕϕϕ 2  
      ( ) ( ) ( ) ( )∑ −−−−−−= j Bjnnnn nZBfaBafBB ϕϕϕϕ 2  
























类似于文献[6]的证明，可知对于所有的 j ， ( ) ( )nn BjnBjn ZBZB ′−′≡− ϕϕ   
  这样得到:   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )faBafBgaBagBxBB nnnnnn −−+−−−−′−−′=′Δ ϕϕϕϕ,,  
  运用式 ( )1 、 ( )2 和 ( )3 ，可得： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dBbAxcBAxBAxagBn −−−−−−−=−′ ϕϕϕϕϕϕϕ 11 22  
           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ −−−−−−−−− j BjZBbAxdcBbAxBbAx ϕϕϕϕϕϕ 2  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dBbaAxcBaABaAxgaBn −−−−−−−−=−−′ ϕϕϕϕϕϕϕ  
          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ −−−−−−−−−−−− j BjZBbaAdcBbaABbaA ϕϕϕϕϕϕ 2  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dcBAcBAxdBAxBAxafBn −−−−−−−−=− ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ 12  
           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ −−−−+−− j BjZBAcBbABbAx ϕϕϕϕϕϕ 2  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )BbaAdBaABaAxfaBn ϕϕϕϕϕϕϕ −−−−−−−=−−  
上述各式中
B
jZ 指图B 中包含边 cd 的圈，而和式取遍B 中含边 cd 的圈 
由于 A是一线性四角链，因而有 )()( bAaA −=− ϕϕ  
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( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }baAbAxAZBdcBdBxxBB
j
B
jnn −−+−−−+−−+−=′Δ ∑ ϕϕϕϕϕϕ 2,,
根据引理2.3，我们知道：对于 ( )nBxx 1= ，有 
                
0)()(),,( <−′=′Δ nnnn BBxBB ϕϕ
 
 
)b 若 1ik γ+ = ，则 12 .......... −+= nin kkB ββγβ ， 12 .......... −+=′ nin kkB βαγβ ，如图3.2所示  
   根据引理2.4，只需证明当 )(1 nBxx = 时 
                     0)()(),,( <−′=′Δ nnnn BBxBB ϕϕ                即可 
   类似于 )a 的证明，有 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )caBacBgaBagBxBB nnnnnn −−+−−−−′−−′=′Δ ϕϕϕϕ,,  























   运用 ( )1 、 ( )2 和 ( )3 式，可得：  
    ( ) ( )gaBagB nn −−′−−′ ϕϕ  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cBbAxBbAxdBAxBAx −−−−−−−−= ϕϕϕϕϕϕϕϕ 122  
    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )BaAxdcBAcBAxdcBbAx ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−−+−−−−−−  
    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cBbaAxBbaAdBaA −−−+−−+−−+ ϕϕϕϕϕϕ  
    ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )∑ −−−−−+−−−−+ j BjZBbAxbaAdcBbaA ϕϕϕϕϕ 2  
 
   ( ) ( )acBcaB nn −−−− ϕϕ  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 ( ) ( ) ( ) ( )x A B c x A a B c d x A a b B c A B c dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − − − − − − − − − − − −
   
  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2( ) 1 ( ) ( ) ( )A a b B c d x A B x A B c x A B dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ − − − − − − + − + −
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